CAPITULO 4

LA DERIVADA POR FORMULAS

4.1 FORMULAS

Obtener la derivada de cualquier funcion por alguno de los dos métodos vistos anteriormente,

el de tabulaciones y el de incrementos, resulta una tarea muy engorrosa, por lo que es preferible
tener férmulas para su célculo.

Para comprender el significado simbolico de las formulas, el estudiante debe recordar que
el simbolo de un operador es el grafo o representacion escrita con el que se hace alusion a la opera-
cion. Asi por ejemplo, a continuacion se muestran diferentes operadores conocidos:

+ operador suma
X operador multiplicacion
+ operador division

v operador raiz cuadrada

. . d )
De la misma manera, el operador derivada es s Asi como en el operador suma, como
X

en el de multiplicacion y division, para que tenga sentido debe escribirse una cantidad antes y otra

51



La derivada por férmulas

después, o bien, en el operador raiz cuadrada debe escribirse una cantidad adentro para indicar a qué
cantidad se le esta sacando raiz, en el operador derivada lo que se escribe a continuacion de dicho
operador es a lo que se le aplica la derivada, aunque a veces se escribe en el mismo numerador cuan-
do es una expresion muy corta. Analicense los siguientes ejemplos del uso del operador derivada:

d . .
—X El operador derivada se esta aplicando a x. Por ser
dx
una expresion muy corta se prefiere escribir la x en el
o dx
numerador de la siguiente manera: — .
dx
d . C .
e 2x -1 El operador derivada se esta aplicando a la raiz cua-
x

drada /2x—1 .

d
—(3x4 +5x° —8x" +9x -1 1) (El operador derivada esta aplicado al polinomio).

dx
d | 3x—4 . .1 .,
> (El operador derivada esta aplicado a la fraccion).
dx \ 6x° —1
d 2 : L =l
d_ sen (3x - 2) (El operador derivada est4 aplicado a la funcion trigo-
X
nométrica seno).
d 4
d—(3x5 - 1) (El operador derivada esta aplicado a todo el polino-
x

mio elevado a la cuarta potencia).
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La derivada por férmulas

El estudio de la derivada a través de formulas se hara por bloques:

a)
b)

Formulas basicas.
Formulas generalizadas:

b.1) Para funciones algebraicas:

b.1.1) dela forma u" (potencia),
b.1.2) dela forma uv (producto),
b.1.3) de la forma u/v (cociente).
b.2) Para funciones trascendentes:

b.2.1) funciones trigonométricas,

b.2.2) funciones trigonométricas inversas,

b.2.3) funciones logaritmicas y exponenciales.

4.2 FORMULAS BASICAS

(1)

2

3)

4

©)

(la derivada de una constante es cero)

(la derivada de x es 1)

——u+——v+... (Laderivada de una suma es la suma
dx dx

de las derivadas).

(La derivada de una constante por una funcion es la

constante por el resultado de derivar la funcion. Se
dice que la constante se saca de la derivacion).
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La derivada por férmulas

Ejemplo 1: Hallar la derivadade y = x°.

Solucioén:  Por la propiedad de las igualdades (lo que se haga de un lado debe hacerse del otro para que la
igualdad se conserve), aplicando el operador derivada a ambos miembros:

Ejemplo 2: Hallar la derivadade y = 5x°.

Soluciéon:  Por la propiedad de las igualdades (lo que se haga de un lado debe hacerse del otro para que la
igualdad se conserve), aplicando el operador derivada a ambos miembros:

4,4 sy

dx dx

Empleando primero la féormula (5) en el lado derecho de la igualdad anterior:
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La derivada por férmulas

Ahora utilizando la férmula (3), donde n = 3:

d _

d—i:S(?)x3 1)
b _ 150
dx

Obsérvese que ya en forma practica, el 15 se obtiene de multiplicar el coeficiente 5 por el expo-
nente de la x.

Ejemplo 3: Calcular la derivadade y = 4x.

Soluciéon:  Por la propiedad de las igualdades (lo que se haga de un lado debe hacerse del otro para que la
igualdad se conserve), aplicando el operador derivada a ambos miembros:

Ay,

dx dx

Empleando primero en el lado derecho la formula (5):

b _,d
dx dx
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La derivada por férmulas

Abhora utilizando la férmula (2):

dy
= —4(1
- =4(0)

Ejemplo 4: Derivar y = x” +x +9.

Solucién:  Por la propiedad de las igualdades (lo que se haga de un lado debe hacerse del otro para que la
igualdad se conserve), aplicando el operador derivada a ambos miembros:

d d
Eyzg(x2+x+9)

Empleando primero en el lado derecho la formula (4):

dy:dx2+dx+d9
dx dx dx dx

En el lado derecho de la igualdad deben aplicarse las formulas (3), (2) y (1) respectivamente:
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La derivada por férmulas

Ejemplo 5: Hallar la derivadade y = 6x° —7x” —9x +12.

Solucion:  Como la derivada de una suma es la suma de las derivadas (formula 4),

= Tx* — d 9x + d 12
dx dx dx dx dx

Ejemplo 6: Hallar la derivadade y = 11x" —2x° +9x” + 14x — 21.

Solucidn:
U L S0 SN LU P AP Y
dx dx dx dx dx dx

% =44x° — 6x° +18x H4

3x? Tx
+

Ejemplo 7: Hallar la derivadade y =

Soluciéon:  Tomese en cuenta que la funcion a derivar es lo mismo que
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La derivada por férmulas

. . . .3 7
y por lo tanto los coeficientes fraccionarios de las equis ? y T son constantes. Asi que al

derivar se obtiene:

1
Ejemplo 8: Hallar la derivadade y =—
X

Solucion:  En este caso, debe primero transformarse la expresion original, pasando la x al numerador, para
lo cual debe recordar el alumno que cambia de signo el exponente. Lo que se obtiene de esta
transformacion sigue siendo todavia igual a ye, no a la derivada:

-1

y=x

Escrito asi ya tiene la forma de la formula (3):
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La derivada por férmulas

ﬂ——lx_2

dx

Como no deben escribirse exponentes negativos como resultado final, vuelve a regresarse la x
al denominador para que le cambie el exponente a positivo:

Noétese que se habla de exponentes negativos, no de cantidades negativas que es diferente, por
lo que el menos uno del numerador se dejo intacto.

3
Ejemplo 9: Obtener la derivadade y =——
X

Solucion:  En este caso, debe primero transformarse la expresion original, pasando la x al numerador, parta
lo cual debe recordar el alumno que cambia de signo el exponente. Lo que se obtiene de esta
transformacion sigue siendo todavia igual a ye, no a la derivada:

y=3x
D _3(-2) x 2
dx — —
1 —
n n-—1
ﬂ:—@c’3
dx

Como no deben escribirse exponentes negativos como resultado final, vuelve a regresarse la x
al denominador para que le cambie el signo del exponente a positivo:
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La derivada por férmulas

Ejemplo 10: Hallar la derivadade y = \/?

Solucidn:

En este caso, debe primero transformarse la expresion original, escribiendo la x con exponente
fraccionario. Debe recordar el alumno que el numerador es la potencia original de x y el deno-
minador el indice del radical. Lo que se obtiene de esta transformacion sigue siendo todavia
igual a ye, no a la derivada:

y:\/;:xl/Z

. 1
De este manera ya tiene la forma de x", en donde n=—:

Como no deben escribirse exponentes negativos como resultado final, debe pasarse la x al de-
nominador para que le cambie el exponente a positivo:
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La derivada por férmulas

Ejemplo 11: Hallar la derivadade y =

Solucidn:

4/ 3
X

Como en los ejemplos anteriores, debe primero transformarse la expresion original, escribiendo
la x con exponente fraccionario y luego pasandola al numerador. Debe recordar el alumno que
cuando se escribe un exponente fraccionario, el numerador es la potencia original de x (en este
ejemplo es 3) y el denominador el indice del radical (en este ejemplo es 4) y que al pasar todo
el exponente fraccionario al numerador cambia su signo. Lo que se obtiene de esta transforma-
cion sigue siendo todavia igual a ye, no a la derivada:

3 3 ~3/4
y= e = 5 =3x

X X4

dy o (3 [

dx 4 —

—_—

— = —
n n-—1
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La derivada por férmulas

Ejemplo 12: Derivar y = —
7 i x?

. . . 3 .
Soluciéon:  En este caso, es necesario primero reconocer que la constante es la fraccion 7 , es decir, la

funcidn original se puede escribir también como y = 7 . Luego, escribiendo con

1

exponente fraccionario y finalmente pasandolo al numerador se tiene que

_3( 1 _1(;]
YT Iy 7\ x*?

o
(3 (5
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La derivada por férmulas

b6 s
dx 35

dy _ 6

dx 35x7°

. . 4]
Ejemplo 13 Derivar y = x
Solucion:  Escribiendo la funcioén con exponente fraccionario:
y=x

Que asi ya es de la forma x" . Derivando conforme a esa formula:

9
@ _9 I
dx 4
b9
dx 4

o bien
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La derivada por férmulas

EJERCICIO 4.1

Calcular la derivada de las siguientes funciones:

n o y=x 2y y=x"
3) y=23 4) y=x-15
5) y=4x+rx 6) y=4x>—x—-6
7) y=2x"+7x* -8x -7 8) y=5x"+3x"-6x—-6
3x* 2x°
9) y=Tx" —x’ +5x° 100 y= z ~ 2 oy
" B 2x° N 4x° 1 12) B 9x’ ~3x
4 3 9 2 d 2 5
13) —L 14) —i
Y )C4 y X8
15) 42 16) _ + 2 7
4 x X 4 3x° 5 9x
o 2 3 N 6 i8) _ 8 1 N 7
4 9x° 7x* S5x 4 x 4x’ 6x
19y  y=vx° 200 y=vx
o) y=x 2)  y=nx
23 = ! 24 = 3
) Y= - ) Y= 10
25) y= 3 26) y= 2
8 x7 91/ x
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La derivada por férmulas

4.3 FORMULAS GENERICAS

El siguiente paso es trabajar con formulas generales, no particulares como lo fue en el aparta-
do anterior. Formulas particulares se refiere a que en la formula anterior de x” solamente la variable
x se elevaba a una potencia 7; pero puede darse el caso que sea un polinomio el elevado a la poten-

6
cia 7, como por ejemplo, (x3 —-S5x+1 1) . La siguiente formula, llamada de la potencia, esta dada

en forma genérica al utilizar la notacion de u para representar cualquier funcion elevada a la poten-
cia n.

d n n—1 dl/l
(6) —u =nu —
dx dx

8
Ejemplo 13: Hallar la derivadade y = (5)&73 - 7)

Solucién:  En este caso, si # = 5x° — 7, la funcién se convierte en y = " . Aplicando la formula (6):

g (5x3—7)ui(5x3—7)
dx jf\_g dx | ,
—— 1 —N ——
n u n-—1 u

Para derivar L( 5y — 7) se emplean las formulas basicas iniciales de la pagina 57.
dx

d
d—i =8(5x* - 7) (15¢*)
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La derivada por férmulas

o bien

A 15052 (5x° -7)

dx

Ejemplo 14: Calcular la derivadade y = (6)64 +2x° — x> +8x—1 1)4

Solucién:  Enestecaso,si v = 6x" + 2x° — x> + 8x — 11, lafuncidn se convierte en y = u* . Aplicando

la formula (6):
d RS
L= 4 (6t 420 —xt48x—11) [, —— (62 +2x" —x* +8x-11)
dx — x
—— —— — ——
n u n-—1 u

y efectuando la derivada indicada al final:

4y _
dx

4(6x* +2x° —x* +8x—11) (24x* + 6x> — 2x +8)

1

Ejemplo 15: Obtener la derivadade y = ———
4x +13

Solucién:  En éste y en los ejemplos sucesivos, deberan emplearse exponentes fraccionarios y/o negativos
exactamente como se hizo en los ejemplos 8 a 12 de las paginas 58 a 62, para convertir la fun-

cion a la forma " . Entonces
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La derivada por férmulas

y=(4x +13)"!
y la derivada es
1-1
Do (ae3) Ty L (x4 13)
dx e N — dx —_—
—— —— — ——
n u n—1 u

Ejemplo 16: Hallar la derivadade y = \/(9)(2 +12x — 2)5

5/2
Solucion:  Escribiendo la funcioén con exponente fraccionario: y = (9x2 +12x — 2) . De esta manera

ya se puede emplear la formula de la derivada de " :

5
=
2
ﬂ_i(% +12x - 2) 4 9x+12x 2)
dx H2F‘ dx
— — — —
n n-—1 u
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La derivada por férmulas

2
2

= _ 7(9x2 +12x -2)7 (18x +12)

14
i/()c3 —9y? +8x—5)7

Ejemplo 17: Derivar y =

Soluciéon:  Escribiendo la funcién con exponente fraccionario:

14
(x3 —9x? +8x — 5)7/4

y= =14(x* —9x* +8x—5)

con lo que ya se puede emplear la formula de " :

ﬂ =14 (—lJ (x3—9x2+8x—5) T &
dx 4
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13
(5)63 +5x% +5x — 4)

Ejemplo 18: Hallar la derivadade y =

6

Solucién:  Escribiendo la funcidon con exponente negativo:
-6
y= 13(5x3 +5x° 4+ 5x — 4)

con lo que ya se puede emplear la formula de u":

-6-1

% =13 (-6) (5x3+5x2+5x—4)ﬁ~% (5x3+5x2+5x—4)
—— —— — l
n u n—1 u

%:— 78(5x% +5x° +5x—4)  (15x° +10x +5)

dy  —78(15% +10x+5)

dx (5x3 +5x% +5x — 4)7
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EJERCICIO 4.2

Hallar la derivada de las siguientes funciones:

1) y =(7)c4 —8x’ +8x° —11)6—9)7 2)
3) y:(4—x—6xz—x3)8 4)
5) y:\/x3+5x2+9x—1 6)
7) y=\/(3x2 —4x—4)9 8)
9  y=9(6-x)" 10)
1 y=12 (/(5x—x3 —7x“)8 12)
13) y=2L 14)
x +8x+11
15  y= 7 - 16)

17)

18)

19)

20)

y: 3 ) 18
9 \/(9x +18x—11)

y=(x +x* —19x-11)’
y:(9—x—9x5 +xé)6

y= (x2+x+2)7

y=,5/(7—5x3)6
yz(/(8—3x—x5)4

y=7 Y (6x—-6x"—x’ ’
i )

11
(x —9x* )5

y:

9
5(3x +5x+6)

y:

9

y: 8
4 3\/(x3—11x2—9x+7)

12

y=
5 3 (6x —124° )10
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